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Espaces vectoriels de dimension finie

1. Famille de vecteurs

1.1. Définition

Définition :
Soient E un K-ev, neN",

On dit que :

F=(%,,...,x,)EE"

1. & estlibre ou que les vecteurs de % sont linéairement indépendants si :

Y(A,,..,A )K", Y A%=0, = A,=...=A =0

i=

1

2. & estliée si elle n'est pas libre :

3(A

120"

i=1

A )EK" tel que Y. A.X=0, et (A,,...,A)#(0,...,0) cest-a-dire Ji,€[1,n] tel que A, #0

3. est génératrice si Vect(F)=E, c'est-a-dire VX€E,3(A,...,A,)€K" tel que Bc'zz A%

4. ¥ estune base de E si elle est libre et génératrice.

1.2. Familles libres — Familles liées

Remarques :

i=1

— Une famille qui ne comporte qu'un vecteur est libre si et seulement si le vecteur est non nul.
— Une famille qui contient le vecteur nul est liée.

— Deux vecteurs non colinéaires forment une famille libre.
— Toute sur-famille d'une famille liée est liée.

— Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Proposition :

‘ Si on ajoute a une famille libre un vecteur qui n'est pas combinaison linéaire des autres, on obtient une famille libre.

Preuve :

—_—

Soit #=(X,...,X,) une famille libre, X, &Vect(x,,...,x,)

V(AL A )€K, DATE=0 & D2 ATHA,,, 5 =0

n

A
Si 0,40, TT=- 3

n+1 n

i=0 i=0

1

i=0 ‘‘n+l

X, €Vect(x,,...,x,) contredit I'nypothese, donc A, =0

llreste ».A,%,=0 Or Z estlibre donc A,=...=A,=0  Donc F est libre.
i=1

Proposition :
Soit #=(x,,...,X,)EE"

n

F estlibre < [V(A,,...

A, (s, 1, )EKY, ZAH_C:‘:Z X, = Vi, A=g,
i=0 i=

i=0

Preuve :

.= Yi, A=p;=0: F estlibre.



Proposition :
‘ Une famille est liée si et seulement si I'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Preuve :
< X =G+ A X, @ —1X+A,X,+...+A X, =0 Donc la famille est liée.

= : 3(A,,...,A,)ER"\(0,...,0) tel que A, X,+...+A ¥, =0
3i,€[ 1,n] tel que A, #0

n —

—-_ M
in—Txl-{-...-l- N xn

Ly Ly

r.3. Famille génératrices

Remarque :
Une sur-famille d'une famille génératrice est génératrice.

Proposition :
Soient #=(X,..., X,) une famille de n vecteurs de E, X, €E

On suppose que & U(X, 7, | est génératrice.
F est génératrice < X, €Vect(F).

Preuve :
= : J génératrice < Vect(#)=E, donc X, €Vect(F)
< : VX€E,3(A,,...,A )eK" tel que FU(X, T, }generatrlce I=AX+.. 42X +A, X,
Or anEVeCt( ) donc I(p,, ..., u,)EK" tel que X, =, X;+...+ 1, X,
Donc }ZZ (A +u;A,,,)X; donc F est génératrice.
i=1
.4. Bases
Proposition :

Soient E un K-ev,#8=(¢,,...,¢,)€EE"
# estunebasede E < VXI€E,J(A,...,A )EK" tel que ¥=A &\+...+A ¢,

Preuve :
= : Existence : car & génératrice. Unicité : car & libre (proposition du 1.2.).

< : P génératrice car (I!) = (3). A libre avec proposition du 1.2.

Définition :

L'unique n-uplet (A,,...,A,) s'appelle les coordonnées ou composantes de X dans la base 2.
Remarque :

Bases canoniques :

Dans R* : ((1,0);(0,1)] Dans R’ : ((1,0,0):(0,1,0);(0,0,1)]

Dans K" : (é,...,€,) avec £=(0,... 1,...,0) Dans K, [X] : (LLX,X°,...,X")

Dans 4#,|R] : 10110 110 03/0 -0

0 0/\0 OJi1 0/l0 1

=E, =E, =E, =E,



Proposition :
Soient E un K-ev, #=(¢,,...,¢,)EE"
K" - E
@ n
(Ao A D AZ
i=0

Alors :
1. @ est linéaire
2. @ estinjective < 2 estlibre
3. @ estsurjective < 9B est génératrice
4. @ estbijective < B estune base.

Preuve :
L. V(A,... Q). (u,....n,)EK", VaeK

n

n n
€ = O‘ZAiEi"‘Z b€
i=1 i=

,0)

@Ay, A+ (i) = @A +p, o, oA, +p1,)) = Z(“M"‘/—h)
i=1
= w @A AN+ (1)
2. = :V(@Q4,,...,7)eK"
2 A6=0 = ¢((A,....A,))=0 = (A,,...,A,)€Ker(¢)={0;.] = (A,,...,2,)=(0,...
i=1
Donc & est libre.
= : V(... )eK"
— z - — libre .
e((A,,...,4,)=0, = > A=0, = Vi,A,=0 = (A,...,A,)=(0,
i=1
Donc Ker p={0..}, donc ¢ injective.
3. > : VX€E, E(A],...,An)eK" tel que }:Z A€ Donc & est génératrice.
i=0

=t

< : VI€E, I(A,,...

LA, )Eset" tel que @ ((A,,...,A,))=

i=1

4. 4. o 3.et2.

Proposition :

Soit B=(¢,...
Pour i€]1,n], la i*™application coordonnées :

,€,) une base de E.

n
E - K - -
D avec x:ZAiei
X = A i=0

est une forme linéaire.

Preuve :
—p, + E-K - forme.

~ V3% y€E, VaeK, F(A,,...,A,)EK" tel que i=)_A,E,

n=1

Ay, ..., u,)EK" tel que 3= ;&
i=1
p(¥)=A; pi(¥)=p
W TS NG D = 2 (o )7,
Par unicitélzlles coorélzolnées dal;; une base, p,(xX+y)=caA+u=cp,(x)+p,(y)

Donc Z A,e,=% Donc @ est surjective.

— linéaire.



r.5. Construction d'applications linéaires

Théoreme :
Soient E et F deux K-ev.
B=(e,,..., e,) une base de E.
F =(X,,...,X,) une famille de vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire u€ % (E ,F) telle que Vi, u(e,)=Xx,.
Preuve :

Analyse : Supposons qu'une telle application linéaire existe.

Vi€E, A(A,,...,A,)EK" tel que ¥=Y_ A¢,

i=1
u liénaire 7

w(®) = ul Y, A8 = D Au@) = DAY, — Unicité.
i=1 i=1

i=1

n n
Synthése : Vx:Z A;€;, on pose u(x)zz AKX,
i=1 i=1

n
Z p, (X)X, Or p, linéaire donc u est linéaire.
i=1

ule) = u(0e +..+1é+..+0e) = 0x,+..+1xX+...+0x, = X, — Existence.
Proposition :

Avec les notations du théoreme :

u est injective < & est libre

u est surjective < Z est génératrice

u est bijective < & est une base.

Preuve :
E - F
B=(2,....¢) > (ul?),...u(7)=F
ZAixizzAlu(a)
AN\ /‘
Kn
(A,eens A,)

@ est un isomorphisme car & est une base.
u injective = wuo injective =v injective S S . ..

_ J ] <P_1.J o J_ o = u injective < v injective < # libre. (proposition du 1.4.)
v injective = vo@ injective = u injective

Les équivalences suivantes se prouvent de la méme fagon.

— 1
U=vop & V=UoQp

Corollaire :

Une application linéaire est bijective (isomorphisme) si et seulement si elle transforme une base en une base.




2. Dimension finie

Définition :
Un K-ev est dit de dimension finie s'il contient une famille génératrice de cardinal fini.

2.1. Théoréme de la base incomplete

Théoréeme :

Soient £ un K-ev de dimension finie, & une famille génératrice de £, et ¥ une famille libre telle que ¥ cZ.
Il existe une base & telle que X' HBCZ.

Corollaire :
Dans un espace vectoriel de dimension finie :

— Toute famille libre se compléte en une base.
— De toute famille génératrice on peut extraire une base.

Preuve du corollaire :
— E est de dimension finie donc E contient une famille génératrice finie & , et £ est libre

On applique le théoreme a (¥, F U.Z)
— 7 est génératrice, on applique le théoréme a (&, 2)

Preuve du théoreme :
Il n'y a qu'un nombre fini de familles & telles que X% % et & libre.

Etil y en a une au moins qui a un nombre maximal d'éléments : %
— & est libre par construction.
-Vies:
—1% cas: X€4 donc Xx€ Vect(A)
— 2% cas : X¢ A alors BU[X| est de cardinal Card(%8)+1
Donc #BU| X} est liée, donc X¥€ Vect(4) (sinon #BU|X] libre)
Donc & cVect(4#) Donc E=Vect(%)cVect(#B)cE Donc Vect(#B)=E
Donc & est génératrice.
Donc & est une base.

2.2. Dimension d'un espace vectoriel

Lemme technique :
Dans un K -ev engendré par n vecteurs, toute famille libre a moins (<) de n vecteurs.

Soient & génératrice de cardinal n, & libre de cardinal p : Alors p<n.

Corollaire :
Si p>n, alors £ est liée.

Proposition :
Dans un K -ev de dimension finie, toutes les bases ont le méme cardinal.

Définition :
Ce cardinal s'appelle la dimension de E. On le note dim(E).

Preuve de la proposition :
Soient & et & ' deux bases de E.

A libre et AB ' génératrice = Card(AR)<Card(A ')
A génératrice et A ' libre = Card (B ')<Card(AR)
Donc Card (%8 ')=Card (£).



Preuve du lemme technique :
Récurrence sur n :

Pour n=1 : E=Vect(d), a#0 Par contraposition: p>n = Z liée.
Z contient au moins deux vecteurs X et y. J,BeK tels que x=xa et y=Ba.
— Si «=0 ou =0 : alors ¥=0 ou y=0 donc (X, y) est liée donc F est lie.
— Sinon a#0 et B#0 : BX—ay=0 donc (¥,7) estliée donc F est lide.

#0 #0
Supposons n€N" et le résultat vrai au rang n
E=Vect(e,,...,e,,e,7,) F=(X,....X,)EE" libre.

(n+1)p

3(/\1',,')1<i<n+1€K " tels que :
Isjsp

Y=, .6+ +An+ll nt1

xj:)\l’j.e,+...+2\n+l’j.e,ﬁ,

xp:Al,p' e t.. +An+1 p* n+l

er . — — R . HR.
1" cas: V je[l,p] A, ;=0 : X,€Vect(e,,...,e,,) & libre = p<n<n+l

2°™ cas : 3 jtel que A, ;#0. En échangeant les vecteurs X, et X, on peut supposer que A; ,#0

Lj

A
Pour 2<j<p onpose y,=X, —%x €Vect(e,,...,e,7,)
1,1

Montrons que ()7’2)7’,,) est libre : V(uz,...,up)erfl,

p _’ n A )

Zu,y, 0= 2u% ZH,#Y] = 2, —4=0 et p,=...=p,=0
All J 2)\1,1

(xl,..., p)hbre = (yz,...,yp) est libre.

HR. = p—-1<n = p<n+l

La proposition est vraie au rang n+1.
Par récurrence, la proposition est vraie VneN.

Proposition :
Soient E un K-ev de dimension finie n, #=(e],...,€,) une famille de n vecteurs de E.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. & estlibre
2. & est génératrice
3. 7 estune base.

Preuve :
1. = 2. : Parl'absurde : Si 4 n'est pas génératrice : AXEE, X¢& Vect(e,,...,e,)

Alors (€,,...,€,,%) libre de cardinal n+1 contredit dim(E)=n
2. = 3. : Montrons que & est libre, par I'absurde :
Si  est liée, I'un de ses vecteurs, par exemple e, , est combinaison linéaire des autres :
e,eVect(e,,...,e,,)Donc (€,,...,e,_,) génératrice.
Alors, d'apres le lemme, n < n—1 Impossible, donc & est libre, donc est une base.
3. = 1. : Par définition.

2.3. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Proposition :
Soit E un K-ev de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F estun K-ev de dimension finie
2. dim(F)<dim(E)
3. dim(F)=dim(E) = E=F




Corollaire :
Dans un K -ev de dimension finie, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors :

FcG
dim(F)=dim(G)

< F=G

Remarque :
Une famille génératrice de E n'est pas forcément génératrice de F, car ses vecteurs ne sont pas forcéments dans F.

Preuve de la proposition :
1. Soit . une famille libre de F. ¥ est aussi une famille libre de E donc Card () < dim(E)

Soit & une famille libre de F de cardinal maximal.
B est génératrice de F :sinon AXEF, X¢& Vect(AR)
Et #BU{x] est libre de cardinal 1+ Card(48)>Card(Z) contredit 4 de cardinal maximal donc 8 est une base.
Donc F est un sous-espace vectoriel de dimension finie.
2. dim(F) = Card(#) < dim(E)
dim(F) = dim(E) = Card(#)=dim(E)
& est libre de F donc de E
E et F ont une méme base donc E=F.

= B estune base de E .

Proposition : Existence de supplémentaires :
Soit E un K-ev de dimension finie. Alors tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire (non unique).

Lemme :

‘Si (é]e_'pe_p;E;) est une base de E, alors Vect(é’,,...,E;)EBVect(e_p:,...,E;):E

Preuve du lemme :
Soient F'=Vect(e,...,e,) et G=Vect(e,7,..., &)
— Existence de la décomposition :
Vi€E, A(A,,....,A,)€K" tel que X=A,¢,+...+A,¢,+A,, e, +...+, ¢,

=y€eF =zeG

— Unicité de la décomposition :
Si x=y'+z avec y'€F et 7'€G
Juy,..w,€K, Jpu,. ..., 1,€K telsque y'=p, e +...+p,e, et 2'=p,, e, +...+u,e,
X=A €+ A e+, e, A e,
I ST ST R ST
Par unicité des coordonnées dans une base, Vi, u,=A,
Donc E=Fo&G.

Preuve de la proposition :
Soit F un sous-espace vectoriel de E, p=dim(F) < n=dim(E)

Théoréme de la base incomplete = F contient une base (¢, ...€,) qui est une famille libre de E.
On peut la compléter en une base B=(e),...,¢,,¢,;,,....¢,) de E.

> Cpo
e —

On pose G=Vect(e,7,,...,€,). Or, F=Vect(e,,...,¢,)
D'apres le lemme, FOG=E.

Proposition : Concaténation des bases :
Soient E un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Si f(E'IE;) est une base de F

— —

alors #=(e,,...,&,,¢,7,,...,€,) estune base de E.

l(e_p:],...,é;) est une base de G




Preuve :
Libre: V(A,...,A,)eK"

DAE=0, = A&+ A8 =—(A,,, 8, .+,

i=1

er eG
Or FﬁGZ{(_);;} car FOG=E
Ajei+..+A, Z:H
A
Génératrice : E=F®G donc VX€E, 3(y,Z2)EFXG telque X=y+Z
AA,,...,A,)EK” tel que 7=A,2,+...+A,Z,
3Na AJEK" " telque Z=A e . +..+A €,

o | A==2,=0 ((€},...,€,) est une base)
e +..+Ae —(T A= —/\ =0 ((e,;,,...,€,) est une base)

p+1 p+1 n-n

= Donc & est libre.

p+l12 p+l1 p+l

Donc }:Z A€, Donc & est génératrice.
i=1
Donc & est une base.

Corollaire :
Si E=F®G, alors dim (E)=dim (F )+dim (G).
Il suffit de compter le nombre de vecteurs dans les bases.

2.4. Quelques formules de dimension

Formule de Grassmann :
Soient £ un K-ev de dimension finie, F et G deux sous espaces vectoriels de E .

dim (F+G)=dim(F)+dim(G)—dim (FNG).

Proposition :
Wp—reG o @ E=F+G 0 E;F+G . ' o W FNG=(0}
FNG={0} dim (E)=dim(F)+dim (G) dim (E)=dim (F)+dim (G)
Preuve :

1. » 2. : Déjavu.
1. = 3. : Evident.
1. = 4. : Evident.
3. = 2. : Il suffit de montrer que FNG={0]} :
dim(FNG)=dim (F)+dim (G)—dim(F +G)=0
4. = 2. : Il suffit de montrer que E=F+G :
F+GcE donc dim(F+G) = dim(F)+dim(G)—dim(FNG) = dim(F)+dim(G) = dim(E)

Donc F+G=E.
Preuve de la formule :
FNG estun sous-espace vectoriel de F etde G etde E, donc contient une base (], ..., €,) que I'on peut
compléter en (€, ..., ,,fl,...,f ) une base de F, et (e,...,e,,8,,...,8,) une base de G.
Soit B=(e,,..., €. f f g,

— &P génératrice :
VieF+G, 3(y,Z)eEFXG tel que x=y+72
A, Aty 1) EKT tel que y-?\lel+...+2\,é’,+u1]_‘:+...+up]_‘;
Ay, .es &, By, B)EK 7 tel que Z= oy €+ 4,8+ B, 8 +... +B,8,
Alors X=(A,+«,)e,+ ...+(A,+o<,)é’,+ulﬁ+...+ﬁ;ﬁ+ﬁ1§’l+8q§;, Donc 2 est génératrice.



— P libre :
V(O(I""’O(r’ﬁl""’ﬁp’ylr---,yq)EKH—lH—q’
&+t &P [t B, [ty &t Yy, 8,=0

e o8+ to g +B [+ +B,f, = —(y, g+ +Yy,8)
€F €G
= 3(A;,...,A)eK tel que & & +...+x, &+ B, f1+... 4B, f, = —yi&—-—Y,8 = \&+..+A.¢

Par unicité des coordonnées dans la base de F etdanslabasede G : o=4A;,, ;=0 A,=0, y,=0
Donc «;=0 donc & est libre.

Donc 4 estune base de F+G et dim(F +G)=Card(#)=r+ g+ p=dim(F)+dim(G)—dim (FNG)
Proposition :
Soient E et F deux K -ev de dimension finie.
1. dim(EXF)=dim(E)+dim(F)
2. dim(%(E,F))=dim(E)Xdim(F)

Preuve (1.) :
Soient (€,,..., ,) une base de E et (]_‘:,...,]_‘;) une base de F. Soit %:((E'I,G;),...,(_’,OF),( I ( E,]_‘;))
Card(#B)=n+p.
— B génératrice :
VXEEXF, dyeE, AZ€F telsque x=(9,2)

=

p
N(A,,...,A,)EK" tel que y=) A€, EI!(ul,...,up)EKptelqueZ:Zuj

J
1

i= j=1
n p n p
3= 202 1, f[F 2 A(E, 0,)+ 2 1,(0,. f)
i=1 j=1 i=1 j=1
— PR libre :
V(A,,...,A)EKR", V(u,,..., u,)EK?
n . p Y . — . . n p . . . n . p . .
ZAi(ei’OF)+Z uj(OE’fj):OEXF:(OE’OF) = AleleJ] K =(0.,05) = Ae;=0p et ZIJ;f;:OF
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= A=...=7A,=0 et u,= u,=0
car (€),..., 2,) est libre car (f,,...f,) estlibre

Donc 4 est une base, donc dim(EX F)=Card (#)=dim(E)+dim(F)

2.5. Espaces vectoriels isomorphes

Définition :
H Deux K-ev sont dits isomorphes s'il existe ¢ €¥ (E, F) un isomorphisme.

Proposition :
Tout K-ev de dimension n est isomorphe a K”.

Preuve :
Soit B=(¢,,...,€,) une base de E

K" - E
Q@ n
(A,0d,) > 2 A8
i=1
@ est linéaire et ¢ est bijective car & est une base. Donc ¢ est un isomorphisme.

Proposition :
Soient E et F deux K -ev de dimension finie.

E et F sont isomorphes si et seulement si dim(E)=dim(F).




Preuve :

= : Soit ¢ unisomorphisme entre E et F'. ¢ transforme une base de E en une base de F'.
Donc dim(E)=dim(F)
< : dim(E)=dim(F)=n

E —" F
N /
172} 'z
K}’l
@ et ¢ sont des isomorphismes donc o ' est un isomorphisme.
Donc E et F sont isomorphes.

3. Applications linéaires en dimension finie

3.1. Théoréme du rang

Définition :

On appelle rang d'une famille (X},...,X,) de n vecteurs de E la dimension du sous-espace vectoriel Vect (X,
On appelle rang d'une application linéaire u€ % (E, F) et on note rg(u) la dimension de I'image de u.
rg(x,,..., x,)=dim(Vect (x},...,X,))

rg (u)=dim(Im(u)).

Remarque :
Les deux définitions sont liées :

Si #=(e,,...,e,) estune base de E, et uc ¢ (E,F) :
Im(u)=Vect(u(e)),...,u(e,)) et rg(u)=rg(u(e)), ..., u(e,)).

Théoréeme du rang :
Soient E un K-ev de dimension finie, F un K-ev, u€ ¢ (E,F).

Tout supplémentaire du noyau de u« est isomorphe 2 Im (u).
dim (E)=dim (Ker (u))+rg(u).

Preuve :
Soit S un supplémentaire de Ker (u) : S®Ker(u)=E
Soit v @ S 7 Im (u)
v est linéaire car c'est la restriction d'une application linéaire.
-V xes, v(X)= O = u(X)= O = x€Ker(u)
Or €S et SNKer(1)={0,] = =0, Donc v injective.
—Vyelm(u), AXEE tel que y=u(%)
Or S®Ker(u)=E donc 3!(x|,Xx;)eSXKer(u) tel que X=Xx,+x,
Y = u(x) = u(¥+5,) = u(x)+u(x,) = v(x,)+0 Donc v surjective.
Donc v est un isomorphisme de S sur ITm (u).
D'ott dim(S)=dim (Im(«)) d'ou dim(E)=rg(u)+dim(Ker(«)).

Remarques :
Si E et F sont de dimension finie et u€ ¢ (E , F)
—rg(u) < min(dim(E),dim (F))
—Si rg(u)=dim(E) alors u est injective
—Si rg(u)=dim(F) alors u est surjective
—Im(u)cF = dim(Im(«)) < dim(F)
—rg(u)=dim(E)—dim (Ker(u)) < dim(E)

=

=



3.2. Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Théoréme :
Soient E et F deux K-ev de méme dimension, ue¥ (E, F).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u estbijective
2. u estinjective
3. u estsurjective
4. u estinversible a gauche : Ave ¥ (F ,E) tel que veu=id,
5. u estinversible a droite : Ave Z(F, E) tel que ucv=id,.

Preuve :
Ilestévidentque 1.=2. 1.= 3

1.

2. = 1. : uinjective = Ker(u)={0}

Théoréme du rang : dlm(E) rg (u)+dim (Ker (u))

Donc rg(u)=dim(E)=dim(F

Or Im(u)cF  Donc Im(u)=F Donc u est surjective donc bijective.
3. = 1. : u surjective = Im(u)=F = rg(u)=dim(F)=dim(E)

Théoréme du rang : dim(E)=rg(u)+dim (Ker (u))

D'out dim (Ker(u))=0 = Ker(u)={0} Donc u est injective donc bijective.
4, = 2. : vou=id injective = u injective.

=4, 1.=05.

5. = 3. : uov=idy surjective = u surjective.

Corollaire :
Si E est de dimension finie et ue ¢ (E),

u injective < u surjective < u injective.

Remarque :
Le résultat est faux si E n'est pas de dimension finie.

Proposition : Invariance du rang par composition par des isomorphismes :
Soient E ,F et G trois K-ev de dimension finie, ue ¢ (E, F)

1. SiveZ(F,G) estunisomorphisme, alors rg(vou)=rg(u)
2. Si we¥?(G, E) est un isomorphisme, alors rg(uow)=rg(u).

Preuve :
1. u: E->F vou : E—G
v bijective

VI€E, FeKer(vou) o vou(®)=0, o u(¥)=v'(0,)=0, o FeKer(u)
Donc Ker (veou)=Ker(u)
Théoreme du rang : dim(E) = rg(veou)+dim(Ker(veu)) = rg(u)+dim (Ker(u))
D'ou rg(vou)=rg(u)

2. uow : G-F u: E-F
—Im(uew)cIm(u) eneffet Vyelm(uow), IXEG tel que y=uow(X)eIm (u)
—Vyelm(u), IXEE tel que y=u(x)

Or w réalise une bijection de G sur E donc 3'7€G tel que X=w(7), d'ott y=u(w(7))

Donc y€Im(ueow) donc Im(u)cIm(uow)
Donc Im (#ow)=Im(u) donc rg(ucow)=rg(u).



4. Hyperplans et formes linéaires

Définition :
Soit £ un K-ev de dimension finie 7.

On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de £ de dimension n—1.

Proposition :
Soient £ un K-ev de dimension n, H un sous-espace veectoriel de E.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. H estun hyperplande E

2. Ya¢H, HeVect(a)=E

3. Ja€E\H telque H®Vect(a)=E

4. Jpe¥(E,K), p#xX—0, tel que H=Ker(p).

Preuve :
1.=2. : —dim(H)+dim(Vect(a))=dim(E)
o n—-1 + 1 = n - Vraicar agH d'ot a#0
—VxeHnNVect(a), A€K tel que x=Aa

Y€H contredit a¢ H donc A=0 et ¥=0
)=E

Si A#0, a=

Donc H @Vect (
2. = 3. : Evident.
3. = 4. : Constructionde ¢ :

Soit (&],...,e,",) une base de H . Par concaténation (&,,...,€,~,,a) est alors une base de E.

QL > =

n—1
On définit une forme linéaire ¢ par :
@(e;)=0et @(a)=1#0 ¢ est une forme linéaire non nulle.
Soit X=A,e,+...+A,_ e, | +Ad€E
i€Ker(p) @ Ap(e)+...+A,_ple, ) +Ap(a)=0 < A=0 < X€H
4. = 1. : Théoréme du rang : dim(E)=dim(Ker(¢p))+rg(p)
Im () est un sous-espace vectoriel de K
Donc Im(p)={0} ou Im(¢)=K Or ¢#x—0 Donc Im(p)=K etrg(¢p)=1
Donc dim (H )=dim (Ker(¢))=dim (E)—rg(p)=n—1.

Proposition :
Soient £ un K-ev de dimension finie, ¢, ¢ deux formes linéaires non nulles.

Ker (¢ )=Ker(y¢) < @ et ¢ sont proportionnelles.

Preuve :
< : JaeK" tel que p=ay
x€Ker(p) © @(X¥)=0 © ay(X)=0 o y(X¥)=0 o x€Ker(y)
= : Soit H=Ker(¢p)=Ker(y). H estun hyperplan.
VY a€eE\H, E=H® Vect(a)

Soit (&,,...,e,~,,d) une base de E avec (€,,..., e, ,) une base de H .

(a),y(a)eK

Posons az(p(cj). Onaalors Vi, @(é)=0=ax0=ay(e,) et @(a)= (p<il)(,u(2'z)=oup(21)
y(a) w(a)

Donc o=« sur une base de E. Donc o= .

e e e
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